Le co\^ut est un invariant isop\'erim\'etrique by Pichot, Mikael & Vassout, Stéphane
ar
X
iv
:0
90
3.
09
11
v2
  [
ma
th.
OA
]  
6 M
ar 
20
09
LE COUˆT EST UN INVARIANT ISOPE´RIME´TRIQUE
MIKAE¨L PICHOT ET STE´PHANE VASSOUT
Re´sume´. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e ergodique de type II1 sur un espace
de probabilite´ (X,µ) sans atome. On montre que
C(R) = 1 +
1
2
h(R),
ou` C(R) est le couˆt de R, suppose´ fini, et h(R) sa constante isope´rime´trique. Cela fait
suite aux re´sultats re´cents de Russell Lyons et des auteurs sur le sujet.
1. Introduction
Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e ergodique de type II1 (a` classes de´nombrables)
sur un espace de probabilite´ (X,µ) sans atome. Comme pour les groupes de´nombrables,
on associe a` tout syste`me ge´ne´rateur Φ de R un graphe de Cayley ΣΦ sur lequel la relation
R agit (Φ est aussi appele´ un graphage de R). Suivant G. Levitt (voir [1]), le couˆt de R
est de´fini par
C(R) = inf
Φ
1
2
valµ(ΣΦ)
ou` l’infimum porte sur les syste`mes ge´ne´rateurs de R et valµ est la valence moyenne dans
ΣΦ prise relativement a` µ. Il s’agit a priori d’un nombre re´el compris entre 1 et∞ (inclus) ;
D. Gaboriau a montre´ dans [1] que toutes les valeurs de [1,∞] e´taient atteintes.
Un autre invariant de R, la constante isoperime´trique h(R), peut eˆtre de´fini a` partir
des ΣΦ :
h(R) = inf
Φ
h(ΣΦ)
ou` h(ΣΦ) est la constante isope´rime´trique de ΣΦ, de´finie de fac¸on approprie´e (une de´finition
pre´cise est rappele´e a` la section 2). Cet invariant, a` valeurs dans [0,∞], a e´te´ introduit
par R. Lyons et les auteurs dans [3].
Dans [3] il est montre´ que
C(R) 6 1 +
1
2
h(R),
si R est de couˆt fini, et que h(R) = 0 de`s que C(R) = 1. Nous renvoyons a` cet article
pour des de´tails sur ces deux e´nonce´s ainsi que leurs preuves. Le the´ore`me principal de
cet article comple`te ces deux re´sultats :
The´ore`me 1. Soit R une relation d’e´quivalence mesure´e ergodique de type II1 sur un
espace de probabilite´ (X,µ) sans atome. Si C(R) <∞, alors
C(R) = 1 +
1
2
h(R),
ou` C(R) est le couˆt de R et h(R) la constante isope´rime´trique.
Le the´ore`me 1 e´tablit l’e´galite´ entre deux invariants de R de nature tre`s diffe´rente : le
couˆt de R est un invariant local des graphes de Cayley de R (par de´finition), alors que
la constante isope´rime´trique en est un invariant asymptotique. L’e´nonce´ correspondant
en the´orie des groupes n’est bien suˆr pas correct. Si Γ est un groupe de´nombrable infini
de type fini, l’analogue du couˆt est le nombre minimal g(Γ) de ge´ne´rateurs de Γ (i.e. la
valence minimale des graphes de Cayley divise´e par 2), et la constante isope´rime´trique de
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Γ est l’infimum h(Γ), sur les graphes de Cayley Y de type fini de Γ, de la constante de
isope´rime´trique habituelle de Y . En ge´ne´ral, les deux constantes g(Γ) et h(Γ) ne co¨ıncident
pas modulo renormalisations. Par exemple pour les groupes abe´liens libres Zn, n > 2, ou
plus ge´ne´ralement pour les groupes moyennables non cycliques, on a h(Γ) = 0 et g(Γ) > 1.
Une e´galite´ analogue a` celle du the´ore`me 1 a lieu cependant pour le groupe libre Γ = Fk
a` k ge´ne´rateurs ; dans ce cas g(Fk) = k et h(Fk) = 2k− 2. En fait, il est facile de voir que
pour un groupe de type fini Γ, l’e´galite´ g(Γ) = 1 + 12h(Γ) n’a lieu que si Γ est un groupe
libre. En effet, g(Γ) est atteint pour un certain syste`me ge´ne´rateur (fini) S, et pour ce S
on a donc 2(|S| − 1) = h(Γ) 6 h(Y ), ou` h(Y ) est la constante isope´rime´trique du graphe
de Cayley Y de Γ relativement a` S. En appliquant cette ine´galite´ aux boules Bn de Y , on
obtient par un calcul imme´diat que |Bn| > 2|S|(2|S| − 1)
n−1 pour tout n ≥ 1, et donc que
Γ est un groupe libre. Au contraire, le couˆt C(R) de R n’est jamais atteint, sauf si R est
arborable (cf. [1]).
Remerciements. Nous remercions George Skandalis qui a sugge´re´ que l’ine´galite´ de [3]
e´tait une e´galite´. Le premier auteur est finance´ par JSPS et l’Universite´ de Tokyo (IPMU).
2. Rappels et notations
Faisons quelques brefs rappels pour fixer les notations. Pour plus de de´tails sur les
graphages et le couˆt des relations d’e´quivalences, nous renvoyons aux articles [1, 2] de D.
Gaboriau.
Soit Φ une famille de´nombrable d’isomorphismes partiels de R, i.e. d’isomorphismes par-
tiels ϕ de X tels que x ∼ ϕ(x) mod(R). Le couˆt de Φ est le nombre positif (e´ventuellement
infini)
C(Φ) =
∑
ϕ∈Φ
µ(domϕ) =
∑
ϕ∈Φ
µ(Imϕ)
ou` domϕ et Imϕ sont respectivement le domaine et l’image de ϕ. On dit que Φ est un
syste`me de ge´ne´rateurs de R si, presque surement, e´tant donne´s deux points x, y ∈ X
e´quivalents modulo R, il existe une compose´e ψ = ϕεnn . . . ϕ
ε1
1 telle que ψ(x) = y, ou`
ϕi ∈ Φ et εi ∈ {−1, 1}. Le couˆt de R est l’infimum
C(R) = inf
Φ
C(Φ)
pris sur tous les syste`mes ge´ne´rateurs Φ de R (voir [1]). A` un syste`me ge´ne´rateur Φ de R
est naturellement associe´ un graphe de Cayley ΣΦ de R. Rappelons simplement que ΣΦ est
fibre´ au-dessus de X, et que la fibre ΣxΦ en x ∈ X est un graphe connexe dont les sommets
sont les e´le´ments de Rx et les areˆtes l’ensemble des couples
(
(x, y), (x, ϕ(y)
)
∈ Rx × Rx
pour ϕ ∈ Φ tel que y ∈ domϕ. Il est clair que la de´finition du couˆt de R donne´ ci-dessus
co¨ıncide avec celle donne´e en introduction.
Dans [3] nous de´finissons une constante isope´rime´trique h(ΣΦ) de ΣΦ comme suit :
h(ΣΦ) = inf
A
ν(1)(∂ΣΦA)
|A|
ou` ν(1) est la mesure de de´compte sur le 1-squelette de ΣΦ, et A un ensemble fini de
sommets syme´triques de ΣΦ deux a` deux disjoints . Par de´finition, on appelle sommet
syme´trique de ΣΦ (le graphe d’) un automorphisme du groupe plein de R (i.e. un au-
tomorphisme de X dont le graphe est inclus dans R), et on dit que deux sommets sont
disjoints si l’intersection de leurs graphes est ne´gligeable pour la mesure sur R (voir [3,
Definition 4.1]). Le bord ∂ΣΦA de l’ensemble A est l’ensemble des areˆtes de ΣΦ avec exac-
tement un sommet dans A (i.e. dans le graphe d’un automorphisme de A). Notons que
cette de´finition de h(ΣΦ) ne revient pas a` « moyenner la constante isope´rime´trique des
fibres ».
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La constante isope´rime´trique de R est l’infimum
h(R) = inf
Φ
h(ΣΦ)
pris sur tous les syste`mes ge´ne´rateurs Φ de R.
3. De´monstration du the´ore`me 1
Soit R une relation d’e´quivalence ergodique de type II1 sur un espace de probabilite´
(X,µ) sans atome. Nous montrons ici que
C(R) > 1 +
1
2
h(R),
l’ine´galite´ inverse faisant l’objet de [3, Theorem 12]. On suppose C(R) <∞.
Soit ϕ un automorphisme ergodique du groupe plein de R. E´tant donne´ ε > 0, on peut
comple´ter ϕ par une famille Φ′ε d’isomorphismes partiels de R de sorte que
Φε = Φ
′
ε ∪ {ϕ}
soit un graphage de R, satisfaisant
C(Φε) < C(R) + ε/4
(voir [1, Lemme III.5]).
Soit f la fonction de´finie pour x ∈ X par
f(x) =
∑
ψ∈Φ′
ε
χdomψ(x) + χImψ(x).
Elle a pour inte´grale ∫
X
fdµ = 2C(Φ′ε).
Comme la mesure µ est invariante, il en re´sulte que
1
n+ 1
∫
X
n∑
i=0
f(ϕi(x))dµ(x) = 2C(Φ′ε)
pour tout nombre entier n > 0.
Fixons n > 4/ε et conside´rons l’ensemble An de´fini par
An = {ϕ
i}ni=0.
Clairement An est un ensemble de points syme´triques deux a` deux disjoints de Σε, au sens
de [3, Definition 8]. De plus pour x ∈ X le bord de Axn dans Σ
x
ε ve´rifie
|∂Σx
ε
Axn| 6
n∑
i=0
f(ϕi(x)) + 2,
ou` | · | est le cardinal. Notons qu’on a e´galite´ si x 6∼ ψ(x) mod (Rϕ) pour tout ψ ∈ Φ
′
ε
et tout x ∈ domψ — ce qu’on peut supposer a priori quitte a` re´duire les domaines des
e´le´ments de Φ′ε, mais ce n’est pas ne´cessaire.
Par suite on a :
1
n+ 1
ν(1)(∂ΣεAn) 6 2C(Φ
′
ε) +
2
n+ 1
< 2(C(R)− 1) + ε,
ou` ν(1) est la measure naturelle sur le 1-squelette de Σε (associe´e a` la mesure de Haar sur
R). Comme
h(R) 6 inf
A
ν(1)(∂ΣεA)
|A|
6
1
n+ 1
ν(1)(∂ΣεAn),
on obtient
h(R) < 2(C(R)− 1) + ε,
3
et lorsque ε→ 0,
C(R) > 1 +
1
2
h(R),
ce qu’il fallait de´montrer.
4. Commentaires
4.1. Formule de compression. Dans [3] on montre que le groupe fondamental d’une
relation uniforme´ment non moyennable ergodique R est trivial, en e´tablissant l’ine´galite´
h(R) 6 µ(D)h(R|D)
ou` D est une partie bore´lienne non ne´gligeable de X et R|D est la restriction de R a` D.
En fait cette ine´galite´ est une e´galite´ :
Corollaire 2. Soit R comme dans le the´ore`me 1 et D une partie bore´lienne non ne´gligeable
de X. On a :
h(R) = µ(D)h(R|D).
Ceci re´sulte imme´diatement du the´ore`me 1 et la proposition II.6 de [1] concernant le
couˆt.
4.2. Une autre de´finition du bord. Conservant les notations introduites ci-dessus, on
peut aussi de´finir le bord ∂ΣA comme l’ensemble des points de R dans le bord de A
relativement a` Σ (plutoˆt que les areˆtes de Σ dans le bord de A relativement a` Σ). On
obtient alors une constante h′(R), a priori plus petite que h(R), et les re´sultats de [3]
e´tablissent l’ine´galite´ (voir la note p. 598)
C(R) 6 1 +
h′(R)
2
.
On a donc en fait, d’apre`s le the´ore`me 1 :
C(R) = 1 +
h(R)
2
= 1 +
h′(R)
2
.
Comme note´ dans [3, p. 598], la version h′ de la constante isope´rime´trique est e´videmment
majore´e par le taux de croissance uniforme ω(Γ) de Γ moins 1, et on a donc
ω(Γ) > 2β1(Γ) + 1
(voir [3, Cor. 3.2]), ou` β1(Γ) est le premier nombre de Betti ℓ
2 de Γ.
4.3. Taux de cycles. Rappelons qu’a` une relation d’e´quivalence R ergodique de type
II1 est associe´e une suite de nombres positifs β0(R), β1(R), β2(R), . . ., appele´s nombres de
Betti ℓ2 de R (voir [2]). On a toujours
C(R) > β1(R) + 1
et on se sait pas si l’ine´galite´ peut eˆtre stricte (voir la section 3.6 de [2]). Le taux de cycle
de R (voir [5]) est de´fini comme suit :
τ(R) = inf
Φ
dimLR Z1(ΣΦ),
ou` l’infimum est pris sur les syste`mes ge´ne´rateurs Φ de R, ΣΦ est le graphe de Cayley de Φ,
Z1(ΣΦ) est l’espace des cycles de ΣΦ. La dimension dimLR est la dimension de l’adhe´rence
Hilbertienne Z1(ΣΦ) prise au sens de Murray et von Neumann (comme pour les nombres
de Betti ℓ2), ou` LR de´signe l’alge`bre de von Neumann de R. On a alors
C(R) = τ(R) + β1(R) + 1
pour toute relation ergodique II1 de couˆt fini (voir [5, 4]), et il n’y a pas d’exemples connus
pour lesquels τ(R) > 0. Le taux de cycles a e´te´ introduit dans [5] conjointement avec une
technique d’effac¸age de cycles, qui permet de faire diminuer la dimension dimLR Z1(ΣΦ).
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En fait (cf. [5]) il est possible d’effacer re´cursivement tous les cycles d’un graphage donne´—
mais ceci ne suffit pas a priori a` entraˆıner τ(R) = 0. Le the´ore`me 1 pourrait fournir une
nouvelle approche a` ces questions.
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